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RESUMO 
 
A utilizaçao de modelos racionais (MRs), isto é, modelos baseados nos polos dominantes e resíduos associados de 
funções de transferência, calculados de forma exata ou aproximada, têm sido amplamente utilizados em diversas 
áreas da engenharia, como modelagem de linhas de transmissão, de transformadores de potência, construção de 
equivalentes eletromagnéticos, etc. Atualmente, existem diversos métodos para a obtenção destes MRs, sendo o 
método denominado Vector Fitting o mais utilizado. No entanto, existem poucos trabalhos descrevendo como 
construir equivalentes eletromagnéticos, a partir destes MRs, em programas de simulação de transitórios 
eletromagnéticos, em especial, o ATP (Alternative Transient Program). Neste trabalho é dada uma contribuição a 
este tema, pela proposição de um método para a implementação de MRs de FTs SISO (single-input single-output) 
no ATP. 
 
PALAVRAS-CHAVE 
 
Modelos racionais, modelo de acompanhamento, Alternative Transient Program (ATP), funções de transferência, 
polos e resíduos. 

1.0 - INTRODUÇÃO 

Estudos de transitórios eletromagnéticos em redes elétricas são, em geral, concentrados em uma área específica 
(área de estudos ou de interesse), onde se deseja analisar algum tipo de fenômeno elétrico. Desta forma, torna-se 
conveniente dividir a rede elétrica em dois subsistemas. O primeiro subsistema é formado pela área de interesse, 
que deve ser modelada em detalhes, o segundo é composto pelo resto do sistema (área externa) que pode ser 
representado por um equivalente. O principal motivo de se utilizar equivalentes é a redução do esforço 
computacional, do esforço despendido pelo analista em preparar os dados de toda a rede com detalhes e, 
consequentemente, do tempo necessário para a obtenção dos resultados. De fato, dependendo do porte do 
sistema a ser analisado, a utilização de equivalentes é a única forma viável de se realizar o estudo. 
 
O equivalente comumente utilizado para a área externa é uma matriz de impedâncias nodais, cujas componentes 
são as impedâncias próprias e de transferência de curto-circuito obtidas a partir de suas barras de fronteira para a 
frequência fundamental do sistema. Por este método, as características da área externa para outras frequências 
são perdidas, o que poderá implicar em sérios erros em análises posteriores. 
 
Portanto, a utilização de equivalentes de alta fidelidade (qualidade) de redes elétricas é de fundamental importância 
para que estes estudos possam ser feitos de forma precisa e confiável. Modelos racionais (MRs), isto é, modelos 
baseados nos polos dominantes e resíduos associados de funções de transferência (FTs), calculados de forma 
exata [1] ou aproximada [2], [3], têm sido amplamente utilizados para esta e outras importantes finalidades [4]. 
Atualmente, existem diversos métodos para a obtenção destes MRs, sendo o método denominado Ajuste Vetorial 
ou, em inglês, Vector Fitting (VF), o mais utilizado. Neste método, as respostas em frequência das admitâncias ou 
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impedâncias próprias das barras de fronteira e de transferência entre elas são eficientemente aproximadas por 
funções racionais de baixa ordem da frequência complexa s. O problema passa a ser, então, como representar 
estas funções racionais de s (modelos racionais) em programas de simulação no tempo de transitórios 
eletromagnéticos como EMTP, PSCAD e ATP. 
 
Neste trabalho é proposto um método simples e eficiente para a representação destes MRs no programa ATP 
(Alternative Transient Program), utilizando a linguagem MODELS, disponibilizada neste programa para que os 
usuários possam definir seus próprios modelos de componentes de redes elétricas. 
 
Na presente fase da pesquisa, este método é aplicável apenas a equivalentes mono-barras, ou seja, quando as 
áreas de interesse e externa são conectadas apenas por uma barra (FTs SISO). Julga-se, no entanto, que este 
método pode ser futuramente generalizado para ser aplicado, também, a equivalentes de redes multi-barras (FTs 
multi-input multi-output - MIMO). Após esta generalização, pretende-se implementar este método no programa 
HarmZs do CEPEL (para estudo do comportamento harmônico e análise modal de redes elétricas). Desta forma, as 
aplicações do programa HarmZs serão expandidas, tornando-o, também, uma ferramenta complementar 
importante para estudos de transitórios eletromagnéticos em sistemas elétricos de potência de grande porte. 
 
Além do desenvolvimento matemático detalhado do método proposto, neste trabalho será apresentado também um 
caso exemplo mostrando a eficiência do método por meio de comparações entre respostas no tempo dos modelos 
completo da rede elétrica e da área de interesse conectada ao MR da área externa. 

2.0 - MODELOS RACIONAIS NO DOMÍNIO DO TEMPO 

A relação entre uma saída  sy  ∈ ℂ e uma entrada  su  ∈ ℂ é definida pela FT apropriada  sH  ∈ ℂ, ou seja 
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onde l  pertence ao conjunto de índices dos polos dominantes reais l  e de seus resíduos associados lR . Por 

outro lado, k  pertence ao conjunto dos índices dos pares de polos dominantes complexos conjugados 
*, kk   e de 

seus resíduos associados 
*, kk RR . Note, portanto, que kl  . Os símbolos e  e d  denotam números reais. 

 
Os estados podem ser definidos por: 
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sendo lx  um estado correspondente a um polo e resíduo associado reais e kx  um estado correspondente a um 

par de polos e resíduos associados complexos conjugados. 
 

Seja edy  a contribuição para a saída dos termos e  e d , ou seja: 

     sudsesyed   (2.4) 

Substituindo (2.2), (2.3) e (2.4) em (2.1), obtém-se: 
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(2.5) 

De (2.2), tem-se: 

     tuRtxtx llll   (2.6) 

Integrando (2.6) de t  a tt   pelo método trapezoidal, chega-se a: 

             tuttu
tR

txttx
t

txttx l
ll

l
ll 







22
 (2.7) 

Atribuindo os sobrescritos 0 e 1 aos instantes de tempo t  e tt  , respectivamente, (2.7) pode ser escrita mais 

simplificadamente como: 
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Resolvendo (2.8) para 
1
lx , obtém-se: 
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Substituindo (2.11) e (2.12) em (2.9), obtém-se: 

0011 uBxAuBx lllll   (2.13) 

O estado kx  pode ser escrito como 

kkk xxx   (2.14) 

sendo: 
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A resposta no tempo de kh  (igual a resposta de kx  ao impulso) é dada por: 

t
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)(  (2.18) 

Logo, pelo Teorema da Convolução, a resposta no tempo de kx  a uma entrada qualquer u  é dada por: 
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sendo: 

kkk j   (2.20) 
 

kk
RjRRk ImRe   (2.21) 

Realizando procedimento análogo, obtém-se: 
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Portanto, de acordo com (2.14), (2.19) e (2.22), a contribuição de kx  será: 
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A Equação (2.23) mostra que não é necessário aplicar o método de integração trapezoidal a ambas as parcelas de 
(2.14), dadas por (2.15) e (2.16). Basta aplicar a (2.15) e multiplicar a parte real do resultado por 2. 

 
De (2.15), tem-se: 

     tuRtxtx kkkk   (2.24) 

De forma análoga à (2.6), a integração trapezoidal de (2.24) produz: 
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Tem-se que: 
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Substituindo (2.26) em (2.25), obtém-se: 
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Substituindo (2.28) e (2.29) em (2.27), obtém-se: 
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Tem-se de (2.30) que: 

00
Im

0
Re

11
Re uExDxCuEx kkkk kkk


 

(2.31) 

 

00
Re

0
Im

11
Im uFxDxCuFx kkkk kkk

  (2.32) 

De acordo com (2.23) e (2.31), obtém-se: 
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De (2.4), tem-se: 
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Integrando (2.34) de t  a tt   pelo método trapezoidal, chega-se a: 
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Novamente, atribuindo os sobrescritos 0 e 1 aos instantes de tempo t  e tt  , respectivamente, (2.35) pode ser 

escrita mais simplificadamente como: 
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Definindo 
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a Equação (2.38) pode ser reescrita mais compactamente como: 
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2.1 Entrada de Tensão e Saída de Corrente - MR de Admitância 

No caso da entrada u  ser igual a uma tensão v  e a saída y  igual a uma corrente i , (2.40) pode ser reescrita 

como: 
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A Equação (2.41) pode ser interpretada como o equivalente de Norton mostrado na Figura 2.1 (também conhecido 

como modelo de acompanhamento ou modelo companheiro [5]), onde a condutância g  e a fonte de corrente 0I  

(constituída apenas por termos históricos) são dadas por: 

eg   (2.42) 
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Figura 2.1 - Circuito equivalente de Norton 
 

De acordo com a Figura 2.1, pode-se escrever: 
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2.2 Entrada de Corrente e Saída de Tensão - MR de Impedância 

No caso da entrada u  ser igual a uma corrente i  e a saída y  igual a uma tensão v , (2.40) pode ser reescrita 
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A Equação (2.45) também pode ser interpretada como o equivalente de Norton mostrado na Figura 2.1, mas, neste 

caso, a condutância g  e a fonte de corrente 0I  (constituída apenas por termos históricos) são dadas por: 

g I 0 = I(t)

i1 = i(t+t)

v1 = v(t+t)
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2.3 Equações complementares 

Substituindo (2.20) em (2.28), obtém-se: 
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Substituindo (2.20) e (2.21) em (2.29), obtém-se: 
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3.0 - RESULTADOS 

Para testar a implementação do equivalente de Norton, mostrado na Figura 2.1, no ATP por meio da ferramenta 
MODELS, utilizou-se o sistema teste simples de cinco barras mostrado na Figura 3.1 (a). Este sistema é uma 
ampliação do sistema de três barras apresentado em [6], feita pela conexão dos sistemas mostrados na Figura 3.1 
(b) e Figura 3.1 (c). Os valores dos componentes do sistema mostrado na Figura 3.1 (b) são iguais aos de seus 
correspondentes mostrados na Figura 3.1 (c) que, por sua vez, são iguais aos valores originais do sistema de três 
barras. 

 

 

= 

 

+ 

 

(a)  (b)  (c) 
 

Figura 3.1 - Sistema teste de cinco barras 
 

Nesta implementação, o sistema mostrado na Figura 3.1 (b) será mantido integro (área de estudos) e o mostrado 
na Figura 3.1 (c) será substituído pelo equivalente de Norton (área externa). 
 
Os polos e resíduos associados da admitância própria da barra de conexão da área externa isolada (MR de 

admitância da área externa) estão mostrados na Tabela 3.1, sendo os valores dos termos e  e d  iguais a 

51039.2   e ,0  respectivamente. Por outro lado, os polos e resíduos associados da impedância própria da barra 

V3

V

V3

Barra de Conexão 

da Área Externa
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de conexão da área externa isolada (MR de impedância da área externa) estão apresentados na Tabela 3.2, sendo 

os valores dos termos e  e d  nulos. 

 
Uma vez que a área externa possui apenas componentes de parâmetros concentrados, a mesma foi facilmente 
modelada por sistemas descritores [6]. Esta formulação permite a utilização do método QZ [7] para o cálculo exato 
(dentro da precisão da aritmética finita) dos polos e resíduos. Deve-se observar que se a área externa possuir 
componentes de parâmetros distribuídos (i.e. linhas de transmissão - LTs), que é a situação de maior interesse 
prático, o método QZ não é aplicável. Neste caso, os métodos descritos em [1], [2] ou [3] poderiam ser utilizados. 
Deve-se observar que a aplicação do VF [2] às respostas em frequência da admitância e impedância próprias da 
barra de conexão de área externa produziu valores muito próximos aos apresentados na Tabela 3.1 e Tabela 3.2, 
respectivamente. 
 
Na Figura 3.2 está mostrado o circuito da área de estudos conectada à área externa representada pela MODELS 
(type-94 Norton component). Ambos os equivalentes de Norton dos MRs de admitância e de impedância foram 

implementados nesta linguagem. As respostas de tensão na barra de conexão (indicada como 3V ) do sistema 

modelado convencionalmente, mostrado na Figura 3.1 (a), e do sistema com a área externa modelada pelos 
equivalentes de Norton dos MRs de admitância e de impedância, mostrado na Figura 3.2, estão apresentadas na 
Figura 3.3, sendo as três curvas visualmente coincidentes. Estas respostas são devidas a um degrau de 1 A 
aplicado pela fonte de corrente mostrada nestas figuras. 

 
Tabela 3.1 - Polos e resíduos associados do MR de admitância da área externa 

Polos Resíduos 

461885351933550784342519939804 .j.-   713732108179410104406807861750 .j.   

192047917552670485205126824338 .j.-   044848279363014907103008739041 .j.   

0  829987129904124.  

737100908344301.-  868282748937181.  

323305487476211.-  961528068590712.  

 
Tabela 3.2 - Polos e resíduos associados do MR de impedância da área externa 

Polos Resíduos 

76583467400453598848070394345 .j.-   738798953213717639439040711658 .j.   

712931700363069580030884948507 .j.-   505556146722115278139937111362 .j.   

559473046321583190833305145290 .j.-   731367036632118208138142327899 .j .   

0184698914442910.-  7133147200019039090.-  

205404189103121.-  510765751803366406 .-  

 

 
Figura 3.2 - Circuito da área de estudos conectada à área externa modelada 

pela MODELS (type-94 Norton component) 
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Figura 3.3 - Respostas do sistema de cinco barras modelado convencionalmente (curva vermelha) 
e com a área externa representada pelo equivalentes de Norton dos MRs 
de admitância (curva verde) e de impedância (curva azul) 

 
Como o objetivo das simulações realizadas foi o de comprovar a precisão do método proposto, utilizaram-se todos 
os polos e resíduos associados dos MRs de admitância e impedância. No entanto, na prática, apenas os polos 
dominantes (polos associados a resíduos de elevado módulo) são utilizados (modelo reduzido). Para o caso 

exemplo utilizado, os polos reais 737100908344301.-  e 323305487476211.-  do MR de admitância e os polos 

0184698914442910.-  e 205404189103121.-  do MR de impedância poderiam ser desprezados sem prejuízos à 

precisão das simulações. Deve-se observar que sistemas contendo LTs modeladas por parâmetros distribuídos 
possuem um número infinito de polos (sistemas infinitos), mas apenas os polos mais dominantes necessitam ser 
utilizados [1] na construção dos MRs (MRs de ordem reduzida). 

4.0 - CONCLUSÃO 

Neste trabalho é proposto um método para a representação de MRs de admitância e de impedância no programa 
ATP. MRs são de fundamental importância para a construção de equivalentes de redes elétricas de alta fidelidade. 
Apesar desta importância, existem poucos trabalhos descrevendo como construir equivalentes eletromagnéticos, a 
partir dos MRs, em programas de simulação de transitórios eletromagnéticos. Na referência [8] está o mais 
importante e completo destes trabalhos. Ao contrário do método proposto, o descrito em [8] utiliza uma formulação 
matricial, baseada na realização de estados do MR. Uma vez que a linguagem MODELS, disponibilizada no ATP, 
não lida diretamente com matrizes [9], o método proposto, além de mais simples, é mais adequado à sua utilização. 
 
Atualmente, o método proposto é aplicável apenas a equivalentes mono-barras, ou seja, quando as áreas de 
interesse e externa são conectadas apenas por uma barra (FTs SISO). Julga-se, no entanto, que este método 
possa ser generalização para ser aplicado, também, a equivalentes de redes multi-barras (FTs MIMO). Após esta 
generalização, pretende-se implementar este método no programa HarmZs do CEPEL (para estudo do 
comportamento harmônico e análise modal de redes elétricas), tornando-o, também, uma ferramenta 
complementar importante para estudos de transitórios eletromagnéticos em sistemas elétricos de potência de 
grande porte. 
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